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structed even if not one structure factor in the projection
plane can be measured; (iii) it increases significantly the
effective resolution in the third dimension, making
considerably enhanced 3D reconstructions and non-
crystallographic projections possible.
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Abstract

Number theory is used to derive which indices of
symmetry reduction can occur for maximal isomorphic
subgroups of space groups belonging to the crystal
classes mentioned in the title and having unit cells with
enlarged base vectors a and b. In the case of the crystal
classes 4, 4 and 4/m, the possible index values are | = p2
with p=3 (mod 4), i = 2 and i=p=1 (mod 4)
(p = prime number). In the crystal classes 3, 3, 6, 6
and 6/m, i=p* with p=2 (mod 3), i=3 and
i=p=1 (mod 3) are possible. The number of iso-
morphic subgroups of index i (maximal and non-
maximal) can be calculated with the formula
R()) = Y_ xp(m), where m runs through all divisors of i
and xp(m) is the Dirichlet character mod |D|; D = —4 for
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the tetragonal and D = —3 for the trigonal and hexagonal
space groups. x—4(m) is equal to O form = 0 (mod 2), 1
for m=p=1 (mod 4), —1 for m=p =3 (mod 4),
and the corresponding product for nonprime values of m.
x—3(m) is equal to 0 for m=0 (mod 3), 1 for
m=p=1 (mod 3), ~1 for m=p =2 (mod 3), and
their corresponding product for nonprime m. R(i) is the
number of conjugacy classes, each of which comprises i
conjugate subgroups (for i > 2).

Einleitung

Das auf Hermann (1960) zuriickgehende und von
Birnighausen (1980) entwickelte Konzept zum Aufzei-
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gen von Strukturverwandtschaften mit Hilfe von Gruppe-
Untergruppe-Beziehungen ist ein klares und wertvolles
Hilfsmittel in der Kristallchemie und -physik (Chapuis,
1992; Miiller, 1991, 1992). Hiufig spielen dabei
isomorphe Untergruppen eine Rolle. Von einer Raum-
gruppe G ist eine Untergruppe H dann isomorph, wenn
sie vom gleichen oder vom enantiomorphen Raumgrup-
pentyp wie G ist (Bertaut & Billiet, 1979; Billiet, 1973;
Billiet & Bertaut, 1989). H hat eine Elementarzelle, die
um den Faktor i groBer ist als die von G, wobei i der
(ganzzahlige) Index der Symmetriereduktion ist. Auf
welche Art die Elementarzelle vergroBert werden kann,
hingt vom Raumgruppentyp ab; Billiet & Bertaut (1989)
haben die moglichen Typen von Transformationsmatri-
zen fir alle Raumgruppentypen tabelliert. Sie gehen
jedoch nur teilweise darauf ein, welche Einschrinkungen
gelten, wenn H eine maximale isomorphe Untergruppe
von G ist.

Dreidimensionale Raumgruppen sind aufldsbare
Gruppen. Dies folgt aus der Definition, wonach eine
(endliche oder unendliche) Gruppe auflosbar ist,
wenn eine subnormale Reihe von Untergruppen
GOP;DP; D ... DP, = {1} existiert, bei der jede
Faktorgruppe G/P, bzw. P;/P;,, abelsch ist (Baum-
schlag & Chandler, 1968; Suzuki, 1980). Ist eine Gruppe
P; auflosbar, dann sind es auch alle ihre Untergruppen.
Die Faktorgruppe P, = G/T einer Raumgruppe G nach
der Gesamtheit ihrer Translationen T ist isomorph zur
zugehorigen Punktgruppe. Die Gruppe der Translationen
T ist abelscher Normalteiler und die kristallographischen
Punktgruppen haben maximal die Ordnung 48 (Ascher &
Janner, 1965). Alle Gruppen mit Ordnung kleiner 60 sind
auflgsbar (Huppert, 1967), und damit auch P, und G. Bei
auflosbaren Gruppen konnen die Indices fiir die ma-
ximalen Untergruppen nur Primzahlpotenzen sein.

Sofern die Richtungen der drei Basisvektoren von G
und ihrer maximalen Untergruppe H, iibereinstimmen,
kann die VergroBerung der Elementarzelle nur durch
Vervielfachung eines oder mehrerer Basisvektoren um
eine Primzahl p erfolgen. Fiir den Index i gibt es dann
eine der folgenden Moglichkeiten:

(1) i = p bei Vervielfachung eines Basisvektors;

(2) bei tetragonalen, trigonalen und hexagonalen
Raumgruppen ist i = p?, wenn die Basisvektoren ag
und by beide um den Faktor p vergroBert werden;

(3) bei kubischen Raumgruppen muB i = p? sein.

Nicht alle Primzahlen konnen vorkommen; je nach

Raumgruppentyp gelten bestimmte Einschrénkungen fiir
ihre moglichen Zahlenwerte (Bertaut & Billiet, 1979;
Billiet & Bertaut, 1989). ~ _
_ Wenn G und H; den Kiristallklassen 4, 4, 4/m, 3, 3, 6,
6 oder 6/m angehoren, konnen die Basisvektoren a; und
b; von H; anders orientiert sein als bei G. Welche Werte
der Index i in diesem Fall haben kann, wird im folgenden
gezeigt. Billiet & Bertaut (1989) hatten nur untersucht,
welche Indices i bei VergroBerungen von ¢ auftreten
konnen.
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Zahlentheoretische Vorbetrachtung

Eine positive ganze Zahl i (sie wird in den folgenden
Abschnitten der Untergruppenindex sein) soll durch eine
binire primitive quadratische Form dargestellt werden:

i=f(r,s)=ar*+brs+cs* 1)

wobei die Koeffizienten a, &6 und ¢ vorgegebene
ganzzahlige Werte ohne gemeinsamen Teiler sind und
r und s beliebige ganze Zahlen sein konnen. Die
Diskriminante D betrigt:

D = b* — 4ac. ()

Ein Automorphismus einer bindren quadratischen
Form f(r, s) ist eine Variablensubstitution, unter der die
Form invanant bleibt, d.h. mit

r=orths det(a ﬂ):l 3)
s =yr+34s y ¢

a, B, y, § ganzzahlig

und

f(r,s)=ar’ + brs+cs*
f(', Y =f(ar + Bs, yr + 8s) 4)
=drr+brs+s’
gilt a=d', b="> und c =" Die Automorphismen

einer bindren quadratischen Form bilden eine Gruppe Uy,
die endlich ist falls D < 0. Es ist

=l D00 )
(o) (o)l om0
=0 ) (o )

(:1 (1)) ((1) ::)

T I

Wie aus den Erlduterungen in den folgenden
Abschnitten folgt, interessieren uns hier nur die Fille
mit den Diskriminanten D = —4 und D = —3. Fiir diese
Diskriminanten ist die Anzahl der Aquivalenzklassen
von positiv definiten primitiven quadratischen Formen
gleich 1. Dann ist die Anzahl R(i) der Darstellungen, d.h.
die Anzahl der unter Uy indquivalenten Moglichkeiten,
wie die Zahl i durch quadratische Formen (1) in
ganzzahligen r und s ausgedriickt werden kann (Zagier,
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1981)
R() =3_ xp(m) )

mii
wobei m alle positiven Teiler von i durchlduft. xp(m) ist
ein primitiver Dirichlet-Charakter mod |D|, der folgende
Werte annimmt:

x-3(2) = -
x-4(2)=0 ®)
xp(p) = (DIp), p = ungerade Primzahl

XD(m)=XD(P1)'XD(P2)---, m=pp;....

(D|p) ist das Legendre-Symbol; fiir D = —4 und
D = —3 und ungerade Primzahlen p hat es die Werte
(Apostol, 1976):

1 wenn p=1(mod 4)

- = 9

(=4lp) [—1 wenn p =3 (mod 4) ©
1 wenn p=1 (mod 3)

(-3lp) = 0O wemn p=3 (10)
—1 wenn p=2 (mod 3).

Isomorphe Untergruppen von Raumgruppen der
Kristallklassen 4, 4 und 4/m

Es seien ag und by die Basisvektoren von G und a; und
b, diejenigen ihrer maximalen isomorphen Untergruppe
H,. Dann gilt die Transformation

G)=s) s=(%0)

r und s sind ganze Zahlen. Je nach Raumgruppentyp
bestehen noch bestimmte Einschriinkungen beziiglich der
Parititen [bestimmte Kombinationen von geraden und/
oder ungeraden Zahlen fiir r und s (Billiet & Bertaut,
1989)]. Der VergroBerungsfaktor der Elementarzelle und
damit der Index i ist gleich der VergroBerung der
Basisfliche der Elementarzelle (Fig. 1):

(11

i=detS =r2+s% (12)
Wird in einer Folge von Gruppe-Untergruppe-Bezie-
hungen GILH,2H,_,... die Elementarzelle

mehrmals vergroBert, dann ist der Index von G nach
H; gleich i = iyip...=(r? +s3)(r3 +s3).... { ist das
Produkt aus mehreren Summen von je zwei Quadratzah-
len und ist selbst wieder eine Summe von zwei
Quadratzahlen.

Die Gleichung i = r? 4 52 ist eine quadratische Form
(1) mit den Koeffizientetn a=c=1, b=0. Ihre
Diskriminante betrigt D = —4.

Fiir maximale isomorphe Untergruppen mit i = p ist
die Anzahl der Darstellungen fiir i nach den Gleichungen

UBER ISOMORPHE UNTERGRUPPEN

(7, (8) und (9):
R() = x-4(1) + x-4())

1 furi=2 (13)
=12 furi=p=1(mod 4)
0 furi=p=3(mod 4).

Demnach sind maximale isomorphe Untergruppen mit
Primzahlindex nur und immer dann méglich, wenn i = 2
oder i=p=1 (mod 4). Dies entspricht dem Fer-
matschen Satz, nachdem jede Primzahl p =1 (mod 4)
als Summe r? + 52 von zwei Quadratzahlen darstellbar
ist und jede Summe von zwei Quadratzahlen, die eine
Primzahl ist, entweder 2 oder 1 (mod 4) betriigt (Hasse,
1964; LeVeque, 1977). Beispiele:

i=5=1"4+22=22412=1 (mod 4)
2 Darstellungen

i=29=2"452=52422=1 (mod 4)
2 Darstellungen

i=7=3 (mod 4)
nicht darstellbar.

Wenn s = 0 ist, so hat die maximale Untergruppe die
Basisvektoren rag, rbg, und der Index betriigt i = r2. In
diesem Fall muB r=p=3 (mod 4) sein. Wire
r=p=1 (mod 4), so lieBe sich diese Zahl als Summe
von zwe1 Quadratzahlen darstellen und die Untergruppe
vom Index r? wire nicht maximal; das gleiche gilt, wenn
r eine gerade Zahl ist. Damit bleiben fiir maximale
Untergruppen mit i=p? nur noch Zahlen

=3 (mod 4) moglich. Das Quadrat einer Zahl dieses
Typs betrigt immer 1 (mod 4).

Die Anzahl der maximalen isomorphen Untergruppen
folgt aus der Anzahl der Darstellungsméglichkeiten. Fiir
i=p=1 (mod 4) gibt es nach Gleichung (13) zwei
Darstellungsmoglichkeiten. Es sei betont, daB z.B. die
Untergruppen mit (r,s) =(2,1) und (r,s)=(1,2)
verschiedene Untergruppen sind, die verschiedene Trans-
lationsgitter haben (Billiet & Sayari, 1984; Fig. 1). Durch
einfaches Vertauschen von r und s erhilt man also keinen
Automorphismus, wie man mit Hilfe der Gleichungen
(3), (4) und (5) feststellen kann. Dagegen sind
(r,s)=1(1,2) und (r, s) = (=2, 1) iiber die dritte Trans-
formation von U [Gleichung (5)] dquivalent; geo-
metrisch bedeutet das, daBl beide dasselbe Kristallgitter
ergeben. Um unter den vier verschiedenen, iiber Uy
dquivalenten Matrizen S eine eindeutige Wahl zu treffen
wurden von Billiet & Sayari (1984) Auswabhlregeln
aufgestellt.

Der Fall i = 2 ist ein besonderer Fall; obwohl es nur
eine Darstellung gibt, i = 12 4 12, gibt es zwei Unter-
gruppen, die sich in der Lage 1hres Ursprungs
unterscheiden, nidmlich bei 0,0,0 bzw. ,2,0 von G;
diese Untergruppen sind nicht konjugiert, aber euklidisch
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dquivalent (Billiet & Sayari, 1984; Koch, 1984). Fir
i > 2 gehoren zu jeder Transformationsmatrix S (d.h. zu
jeder indquivalenten Darstellung von i) / maximale
Untergruppen, die in G konjugiert sind; sie konnen
durch Translationsvektoren von G ineinander iiberfiihrt
werden. Insgesamt gibt es also 2i maximale isomorphe
Untergruppen in zwei Konjugiertenklassen wenn
i=p=1 (mod 4). Wenn i =p? ist, p=3 (mod 4),
gibt es nur eine unter Uy inigivalente Transformations-
matrix S und eine Konjugiertenklasse.

Bei nichtmaximalen isomorphen Untergruppen kann
der Index jeden Zahlenwert annehmen, der sich gemaB
i=2"pip,...q*q5... in Primzahlfaktoren zerlegen laBt,
mit p;=1 (mod 4) und g; =3 (mod 4) (einzelne p;
oder g; diirfen gleich sein). Eine solche Zahl ist immer
i #3 (mod 4). Nichtmaximale isomorphe Untergruppen
konnen also nur gerade Indices oder i =1 (mod 4)
haben, wobei aber keineswegs alle Zahlen 1 (mod 4)
moglich sind.

Die Anzahl der Untergruppen mit einem bestimmten
Index i hingt davon ab, auf wie viele unter Uy
indquivalente Arten i als Summe von je zwei Quad-
ratzahlen dargestellt werden kann. Es gibt R(i) Konju-
giertenklassen, mit R(j) gemiB Gleichungen (7) bis (9).
Beispiele:

R(25) = x-4(1) + x-4(5) + x-4(25) =3
3 Darstellungen:
25=5=3"+4=4+3"
R(45) = x-4(1) + x-4(3) + x-4(5)
+ x-4(9) + x-4(15) + x_4(45)
=1-1+1+1-1+1=2
45=3"+6"=6"+3"
R(65) = x-4(1) + x-4(5) + x-4(13) + x-4(65)
=14+14+14+1=4
65=1"+8" =8 +1"=4"+7 =72 + 4
RQ21) = x-a(1) + x-4(3) + x-4(7) + x-4(21)
=1-1—-14+1=0.

R(21) = 0 ist ein Beispiel fiir die allgemeine Aussage,
daB (mit D = —4) eine Zahl i = p'p7*... immer und
nur dann R(/) = 0 ergibt, wenn mindestens eine Primzahl
p; =3 (mod 4) mit ungeradem Exponenten #; in der

Primzahlzerlegung vorkommt. Dies gilt, da R(i) eine
zahlentheoretisch multiplikative Funktion ist, d.h. fiir

pj # P k #J ist

R() = R(pY'py -.) = R(P"IR(PY) ..
Fiir p; = 3 (mod 4) und n; ungerade ist R(p ) = 0; fiir
pj =2 und fiir pj=1 (mod 4) ist R(pl’) >0, n; eN

beliebig. Dies ist eine Bestitigung fiir die Aussage, daf3
der Index einer maximalen Untergruppe eine Primzahl
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oder das Quadrat einer Primzahl sein muB3. Wire z.B.
i = pp, darstellbar, p; und p;, aber nicht, dann gébe es
eine maximale Untergruppe mit diesem Index i. Gerade
Potenzen n; > 2 lassen sich immer in Quadrate zerlegen
und ergeben deshalb keine maximalen Untergruppen.

Isomorphe Untergruppen von Raumgruppen der
Kristallklassen 3, 3, 6, 6 und 6/m

Die Transformationsmatrix fiir die Basisvektoren ag und
by fiir trigonale und hexagonale isomorphe Untergruppen
hat die Form:

s:(’
-8

Analog zu den letragonalen Raumgruppen gilt:
Bei einer Folge GMLH, 2H, ... ist
I'=iip=(} —rnsi+s)(r —rs; +53)..., wobei
wieder als quadratische Form der Art r? —rs+ s?
darstellbar ist. Wenn i = uv = r* — rs + s%, dann sind
auch die Faktoren u und v durch quadratische Formen
dieser Art darstellbar; andernfalls konnte es maximale
Untergruppen geben, die keinen Primzahlindex haben.

Die Gleichung i = r* — rs + s* ist eine quadratische
Form (1) mit den Koeffizienten a =1, b= -1, ¢ = 1.
Thre Diskriminante betrdgt D = —3.

S) detS =r* —rs+s% (1)
r—s

by
Bo
agp Y
ay
r=2,s=1
b,
bo
ap Y
a)
r=1,s=2

Fig. 1. Beispiel fir die VergroBerung der Elementarzelle einer
tetragonalen Raumgruppe um den Faktor i =5 mit (r,5) = (2, 1)
und (r,s) =(1,2). Die beiden Zellen gehéren zu verschiedenen
Untergruppen. Dagegen ist (r,s) =(—2,1) &quivalent zu
(r,s) =(1,2) und (r, s) = (—1, 2) dquivalent zu (r, s) = (2, 1).
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Fiir maximale Untergruppen mit i = p ist die Anzahl
der Darstellungen fiir i gemidB der Gleichungen (7), (8)
und (10):

R(i) = x-3(1) + x-3()
1 furi=3

=12 furi=p=1 (mod 3)

0 furi=p=2 (mod 3).

Daraus folgt: maximale isomorphe Untergruppen sind
nur moglich, wenn i =3 oder i =p =1 (mod 3). Jede
Primzahl p = 1 (mod 3) ist als Summe r? — rs + s? auf
zwei Arten darstellbar, d.h. fiir jeden Index i=p =
1 (mod 3) gibt es zwei Konjugiertenklassen von max-
imalen isomorphen Untergruppen.

Wenn s=0 ist (dh. gleiche Orientierung der
Basisvektoren von G und H,), gilt i = r2. Fiir maximale
Untergruppen muf3 dann r = p =2 (mod 3) sein, denn
anderenfalls wire eine Untergruppe mit dem Index r
moglich. In diesem Fall gibt es eine Konjugiertenklasse.

Die Anzahl von nichtmaximalen isomorphen Unter-
gruppen folgt aus den Gleichungen (7), (8) und (10). Es

(15)

ai

7 / 7 7

Fig. 2. Beispiele fiir VergroBerungen der Elementarzelle einer
trigonalen oder hexagonalen Raumgruppe. Die beiden Untergruppen
mit i =7, (r,s) =(3,2) und (r,s) = (3, 1), sind zwei verschiedene
Untergruppen Aquivalent zu (r,s) = (3, 1) ist (r,s) = (2,3) (ge-
strichelter Vektor), d.h. beide ergeben dasselbe Gitter; ebenso sind
(r,s) =(3,2) und (r,s) = (1, 3) dquivalent. Fiir i = 3 gibt es nur
eine Art zur ZellvergroBerung, (r, s) = (2, 1) und (r, s) = (1, 2) sind
aquivalent.

UBER ISOMORPHE UNTERGRUPPEN

gibt R(i) Konjugiertenklassen. Beispiele:

R(21) = x_3(1) + x-3(3) + x-3(7) + x-3(21)
=1404+140=2
21 =17—1x5452=5>-5x1+1%

Zwei weitere Losungen, (r, s) = (5,4) und (r, s) = (4, 5)
sind mittels der fiinften Transformation von Uy
[Gleichung (6)] zu den Losungen (r,s) = (1,5) bzw.
(r,s) =(5,1) &quivalent. Dies kann man sich auch
graphisch veranschaulichen (Fig. 2).

R(12) = x-3(1) + x-3(2) + x-3(3)
+ x-3(4) + x-3(6) + x_3(12)
=1-1404+1404+0=1
12=22 -2 x4+ 4%

Die Losung (r, s) = (4, 2) ist zur Losung (r, s) = (2, 4)
dquivalent. Der Fall, daB (r, s) dquivalent zu (s, r) ist wie
im diesem Beispiel, tritt dann auf, wenn s = 2r oder
r = 2s. Beide Losungen ergeben dasselbe Gitter (Fig. 2).
Der Index i ist dann durch 3 teilbar.

Immer und nur dann, wenn in der Primzahlzerlegung
i = p}'py’ ... mindestens eine Primzahl p; = 2 (mod 3)
zu einer ungeraden Potenz n; vorkommt, ist R(i) = 0.
Deshalb sind z.B. keine hexagonalen Untergruppen mit
Index 5, 8 oder 10 moglich.
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